& Nombres complexes 2

Objectifs :
e Connaitre la forme trigonométrique z = r(cos 8 + isinf) d’un nombre complexe, savoir passer de la
forme algébrique a + b a la forme trigonométrique, et inversement.
e Connaitre et savoir utiliser la formule 2z = |z|?
e savoir effectuer des opérations sur les nombres complexes écrits sous différentes formes

Apergu historique :

Pour une introduction historique, se référer au chapitre 1.

On rappelle que la forme algébrique d’un nombre complexe est z = a + b, avec a,b € R et 12 = —1.
Son conjugué est Z = a — ib.
Un polynéme du second degré tel que A < 0 admet deux racines complexes conjuguées I'une de 'autre.

1. Module d’un nombre complexe

A. Définition et interprétation

Définition 3.1 Le module d’un nombre complexe = est le réel positif noté || et valant |z| = v/2Z.
Siz=a+ib,onalz|=+/(a+ib)(a—ib) = \/a® — (ib)? = Va® + b2.

Remarque 3.1 (Interprétation géométrique) Soit

z € C; si M est le point du plan complexe d’affixe z M(2)
alors on a OM = v/a? + b? car le plan complexe est bF--=-7----1 - p - [
rapporté a un repere orthonormé, ainsi le module N \
d’un nombre complexe z est la distance OM ou M (z) W |
ou encore la norme du vecteur @ d’affixe z. i © :
|
v |
o i

B. Propriétés

Propriété 3.1 Si > est un nombre réel (cas b = 0), son module correspond a sa valeur absolue.
Le module du conjugué d’'un complexe =z est égal au module de z : |z]| = |z|.
Enfinon a |R(2)| < |z] et [S(2)] < |z].
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Propriété 3.2 Soit z et 2’ deux nombres complexes. Alors :

1) |z x 2| = |2| x |¢|; 3) zz= 2|2
2) siz' #0alors | 5| = ”j‘ ;
en particulier, si = # 0, alors | 1] = 4) |z + 2| < |z| + || (inégalité triangulaire).

Démonstration 1) |z x 2/|?> = (2 x 2/)(Z x 2’) = 222'2/ = (2%) x (2'2') = |2|?|7|?. Un module étant un réel
positif, on obtient le résultat annoncé;

2) ona |22 = |z| x |2/|; en posant z’ =  (z # 0) on obtient [1] = |z| x | 1| etdonc |} | = ;7;

z

Ona % =z x % etdonc

A
’

1
z 2!

= [z x

4) dunepart:|z+2'2=(2+2)(z+7) =22+ 22 + 22+ 22 = |2)> + || + 22/ + 2'%;
d’autre part : 22/ + 2'Z = 22/ + (2'7) = 2Z 47z = 2R(227) < 2|R(227)| < 2|22"| = 2|22|;
enfin : (|2 + |2/))? = |22 + |22 + 2|22'| > |2]2 + |2+ 22/ + 2'Z = |z + 2|2
D’ou le résultat.

Exemple 3.1 Calculer les modules des complexes suivants :

21 =—3i; 2= (3+51)(11 =T7i); z3=(4+3D)% 2z =
Réponses : |z1| = 3; |22] = 34V/5; 23] =5 = 625; |24 = 3
2. Nombres complexes de module 1

A. Présentation : forme trigonométrique

—

Soit % le cercle trigonométrique du repere (O; i, V)

o) TME)
/ 71N\

%
/
/

\\/

Tout nombre complexe z de module 1 est un point de ce cercle trigonométrique ; en effet en notant M le point
d’affixe z, si |z| = 1 alors OM = 1 et donc M € €. Ce point M peut étre repéré par la donnée d’une mesure 6

(a 2m-pres) de Pangle orienté <1_[; OM)

Définition 3.2 Tout nombre complexe ~ de module 1 peut donc s’écrire sous la forme z = cos(#) +isin(f)
cette écriture est appelée forme trigonométrique du complexe z de module 1.

On dit que le réel 6 est un argument du nombre complexe z. Cet argument est défini a 2r-prés car c’est
une mesure d’angle orienté. On note 6 = arg(z)[27].
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B. Propriétées

Propriété 3.3 Soit z un nombre complexe de module 1 et M son image dans le plan complexe.

M € (0; 1) & arg(z) = 0[n] et M € (O;7) < arg(z) = |7

o

Propriété 3.4 Soit = et 2’ deux nombres complexes de module 1 et d’arguments respectifs 6 et 6’. Alors :

1) arg(z2') = arg(z) + arg(2')[27]; 3) arg (%) = arg(z) — arg(z')[2n] ;
2) arg (1) = —arg(z)[27]; 4) pour n € Z, arg (") = narg(z)[27].

Démonstration 1) 2z’ = (cosf + isinf)(cos ' +isin’) =
(cosfcos —sinfsind’) +i(cosfsinf’ + sinf cos ') = cos(d + 0') +i(sin(d + 6¢')).
Donc arg(zz') = 0 + ¢'[27].

2) L= gty = b — cos(—0) + isin(—6) (vous pouvez remarquer au passage que si [z = 1
alors 1 =z).
Donc arg (1) = — arg z[2n].

3) Comme d’habitude, en combinant les points 1 et 2 démontrés ci-dessus.
4) Par récurrence pour n € N et avec le point 2 démontré ci-dessus pour n € Z.

C. Notation exponentielle imaginaire

Soit f la fonction qui & chaque réel 6 associe le nombre complexe de module 1 : cosf + isin6.
f:0— f(6) =cosf +isind

En prolongeant la notion de dérivabilité des fonctions de R dans R aux fonctions de R dans C, on peut dire
que f est dérivable sur R et pour # € R on a :

f'(6) = cos’(A) + isin’(8) = —sin(f) +icos(f) =i?sinh +icosf = i(cosf + isinf) = if(#)

Donc f est solution de 1’équation différentielle y’ = iy dont les solutions sont les fonctions g : 8 — kexp(if) ol
ke C. Or f(0) =cos0+isin0 =1 donc on obtient k = 1.

Finalement on peut donc écrire :

cosf +isinf = &'’

Définition 3.3 Lécriture = = ¢ est appelée forme exponentielle imaginaire du nombre complexe de
module 1 et d’argument ¢

3. Forme exponentielle d’un nhombre complexe non nul

A. Définition
On a vu dans la partie précédente que tout nombre complexe Z de module 1 peut s’écrire Z = €' ot 0 est un

argument de Z (& un multiple de 27-pres).
Nous allons maintenant déterminer une écriture semblable pour un complexe non nul quelconque.

Soit z € C* et soit Z = Z. On a alors |Z] = ‘é—“ = é x |z] = 1. Donc Z est un complexe de module 1, en

posant @ son argument, on a Z = el’. Et donc finalement en posant r = |z| on obtient :

2 = |z]e!? = rel?

Définition 3.4 Lécriture » = |z|e!? = re!? est appelée forme exponentielle du nombre complexe z.
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Définition 3.5 Soit z un nombre complexe non nul.

On appelle argument de z 'argument du complexe de module 1 B Cet argument est défini a un multiple
de 27 pres.

Le nombre complexe nul n'a pas d’argument.

Interprétation géométrique
On note respectivement M et N les images de z et Z = 5. Ona z = A\Z (en posant A = |z| € R) donc les

vecteurs d’affixes z et Z sont colinéaires ; c¢’est-a-dire que OM et ON sont colinéaires et de méme sens (A>0).
Ainsi, 6 = (4, o?v) - (ﬁ, o).

T M(z)

S
—
N
S~—

Exemple 3.2 Déterminer la notation exponentielle de 4, —3, 1 + i et —V/2i.
Réponses : 4 = 4e% ; —3 =3e"™; 1 +1i = /2e' ; —\/2i = V2e '3

Remarque 3.2 Un nombre complexe non nul z de module r et d’'argument 6 a donc trois écritures possibles :
e I'écriture algébrique : z = a +ib;
e |'écriture trigonométrique : z = r(cos(6) + isin(6)) ;
e I'écriture exponentielle : z = rel?.
Remarque 3.3 Les propriétés algébriques des exponentielles restent valables pour les exponentielles
imaginaires, ainsi pour 6 et ¢’ réelsetn € Zona:

(eie)n —emf (o) (eie’) — oi(0+0")

B. Propriétés

Propriété 3.5 Soit z; = r1¢!% et z; = rye'?2 deux nombres complexes non nuls. Alors :
=T
1) 21 = 29 & ;
) 1 2 { 61 = 92[2’/T]
2) 2129 = riroel@1t02)

21— r1,i(01—62)
3) ZL=1lte .

Démonstration : Appliquer les propriétés 3.2 et 3.4.

Propriété 3.6 (Passage d’une forme a I'autre) Soit z = a + ib = r(cos(f) + isin(6)). Alors :

r=|zl =+vVa?+b% cos(d) = R(2) = g; sin(f) = ¥ — 2

K

Exemple 3.3 Soient z = 265, zp = —2 4 2iV/3, 23 = — & — i3,

1. Placer I'image M; de z; dans le plan complexe. Calculer ensuite son module et son argument (on
donnera la valeur appartenant a | — «; +]). Donner I'écriture algébrique de z;.

2. Calculer |z3| et donner 'argument de z, compris dans | — 7 ; +|. Donner I'écriture exponentielle de zs.
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3. Méme question pour z3.

Réponses : |z1| =2;arg(z1) =% ;21 =2 X %—1—2 X @izl—l—\/gi
. 27
20| = 4; arg(ze) = &5 22 = 4e’¥

|25 = V35 25 = VB(— 4 + }i) = VB

Remarque 3.4 (Nouvelle écriture des propriétés opératoires) Soit z; = r1e'%t et zo = roe'?2 deux
complexes non nuls et p € Z. Alors :

: 1 o Z1 r1 _ . s
2129 = riroe1702); = e TL= Lm0, ()P = PPl F = eI
21T z2 T2
Exemple 3.4 Donner la forme exponentielle de z; = —3¢7/3 et de 2, = ;jr(;;)g
s : ;T -4
Réponses :z; = e'™ x 3¢e's = 3¢’z
_2i0=i) _ 126+ _ 2 CP2H) _ 2 T 2 Li(3-3) _ 2 i(55)

27 513iV3 T 31+iv3 | 3V2 (4+L) | 323 32

3

C. Formules d’EULER

Pour tout # € R on a e = cos(x) +isin(z). Cette expression est appelée formule d’EULER. En prenant x = 7,
on obtient :

" 41=0 |
Cette derniere égalité est appelée identité d’EULER .
On déduit de la formule I’EULER les deux expressions suivantes :

I . et _g-ie
cos(z) = —H— et sin(z) = S5F—
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